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大数の法則

大数の法則

大数の法則（��� �� ����� 	
����）�

概念的にデータと確率変数を結びつける重要な事実

� をゆがみのないサイコロの目とする
⇒ �(� = �) = �

�

このサイコロを � 回振った時の �の目の度数を �� とする

⇒ �の目の相対頻度は �� = ��
�

�
����	 �

�が十分大きい時に �� ≈ �

�
と近似できると考えてもよいであろうか？

相対頻度の極限が確率に一致するか�
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大数の法則

大数の法則

������� �大数の（弱）法則（������ ��� �� ����� 	
����）�

確率変数列 (� ),��, . . . ,��, . . . が互いに独立に
いずれも平均 � (� ) = μ，分散 � (� ) = σ� を持つ同一分布に従うとし
� = �

�

∑�
�=�

�� とする
⇒任意の正数 εについて

���
�→∞��

{∣∣� − μ
∣∣ > ε

}
= ����

が成り立つ

���のような収束を
� が μに確率収束する（��	�����	�� �	 �����������）といい

�
�→ μ (� → ∞)と表す
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相対頻度と確率

�の目の定義関数�

χ{�=�} =

{
� �� 	 = �

� �������	�


 = χ{�=�} とする
⇒

� (
 ) = �
(
χ{�=�}

)
= �× � (� = �) + �× � (� �= �) = � (� = �)

⇒
確率 � (� = �)は定義関数 
 = χ{�=�} の期待値である
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大数の法則

相対頻度と確率

��, . . . ,�� を � 回サイコロを投げたときのそれぞれの目とする
⇒
�の目の度数�

�� = χ{��=�} + · · ·+ χ{��=�}
:= 
� + · · ·
�

⇒

�� =
��
�

=
�

�
{
� + · · ·
�}

= 
 = χ{�=�}

⇒
相対度数 �� は 
 = χ{�=�} という確率変数の標本平均として表わされる
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相対頻度と確率

������

相対頻度および確率は，標本平均および期待値の特殊ケースである

 = χ{�=�} = ��
μ = � (
 ) = �

(
χ{�=�}

)
= � (� = �)

⇓大数の法則

任意の正数 εについて

���
�→∞��

{∣∣
 − μ
∣∣ > ε

}
= ���

�→∞�� {|�� − � (� = �)| > ε} = �

⇒ ��
�→ � (� = �) (� → ∞)
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大数の法則

� �����

�個の偏りのないサイコロを投げるという試行を独立に繰り返す

� ���によるシミュレーション（模擬実験）�

��

「ファイル」��「オプション」��「アドイン」

管理：�	��アドイン「設定（�）」
分析ツールにチェック「��」
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大数の法則

大数の法則

!��� ���

乱数を発生させる

「データ」"#「データ分析」"#「乱数発生」

「変数の数」�

「乱数の数」����

「分布」均一
「パラメータ」�から $

"#「%&」
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大数の法則

大数の法則

!��� �'�

（�列）の乱数を整数にする

(� )"「*+,��-��」

('から (���� )"「(�をコピー」

!��� �.�

（�列の）�の数を数える

/� )"「*/%0,�+1�2(2��2(�3��」

/'から /���� )"「/�をコピー」
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大数の法則

!��� �4�

（�列の）�の数の相対頻度を求める

5�から 5���� )"「�から ����を代入」

�� )"「*2/�625�」

�'から ����� )"「��をコピー」

!��� �7�

�

�
と比べる

1�から 1���� )"「�

�
を代入」

�列と 1列を選択して
「挿入」 "#「グラフ」 "#「折れ線」 "#
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大数の法則

まとめてやってみる（!������3�'�は同じ）

!���

（�列の）�− 8の数の相対頻度を求めて， �

�
と比べる

/�から /���� )"「�から ����を代入」

5� )"「*/%0,�+1�2(2��2(�3��62/�」
�� )"「*/%0,�+1�2(2��2(�3'�62/�」
· · ·
+� )"「*/%0,�+1�2(2��2(�38�62/�」
9�)"「*�68」

5�から 9�を選択し，フィルハンドルをダブルクリック
5列から 9列を選択して
「挿入」 "#「グラフ」 "#「折れ線」 "#
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確率の性質

次の性質 �:��～�:.�を満たす �(·) を確率という
5�;	����	

�:�� � ≤ �(�) ≤ �

�:'� �(Ω) = �

�:.� ��,��, . . .が互いに素ならば

� (∪∞
�=�

��) =
∞∑
�=�

�(��)

�:.�について
��,��, . . .が互いに素 ⇔任意の � , � �� �= ��について �� と �� が互いに素

�� と �� が互いに素⇔ �� ∩ �� = ∅ ⇔ �� と �� に共通の要素がない
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大数の法則

幾何学的確率

平面 R
� における有界領域 Ωが与えられてるとする

Ωの部分集合 � に対して

�(�) =
|� |
|Ω| (|·| は集合の面積を表す)

とおく
さらに、互いに素な Ωの部分集合 ��,��, . . . に対し

� (∪∞
�=�

��) =
∞∑
�=�

�(��)

と定める

⇒ �(·)は性質 �:��～�:.�を満たす
⇒ �(·)は確率である
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幾何学的確率

例：Ω = [−�,�]× [−�,�]3 � =
{
(	 , �) | 	� + �� ≤ �

}

� := �(�) =
|� |
|Ω| =

π

4
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幾何学的確率

�(�)は Ω = [−�,�]× [−�,�]上の一様分布が
� に入る確率になる

Ω = [−�,�]× [−�,�]上の一様分布からの 7��個の標本
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幾何学的確率

Ω = [−�,�]× [−�,�]上の一様分布からの 7��個の標本の内
� に含まれる標本の割合

�̂ =
� に含まれる標本の数

全標本数
=

.<8

7��
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大数の法則

幾何学的確率

�̂ =
� に含まれる標本の数

全標本数
は

� := �(�) =
|� |
|Ω| =

π

4

の推定量になる

⇒ π̂ = 4�̂ は π の推定量
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幾何学的確率

標本数 7��：

π̂ − π = 4�̂ − π = 4× .<8

7��
− π = ..�8=− π = �.�'84�$.7

標本数 7���：

π̂ − π = 4�̂ − π = 4× .<4.

7���
− π = ..�744− π = �.��'=�$.7

標本数 7����：

π̂ − π = 4�̂ − π = 4× .<'�8

7����
− π = ..�.$'=− π = −�.��4.�'874
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	The law of large number

